Capitulo 3

Sistemas de coordenadas rotantes

3.1 Cambio de coordenadas entre sistemas ro-
tantes

Consideremos un sistema de referencia arbitrario O’ que se mueve respecto de un
sistema inercial O. En el caso de la Tierra, este movimiento incluye -por ejemplo-
su rotacion alrededor del Sol. También es posible, como de hecho ocurre con la
Tierra, que el sistema de referencia no inercial esté rotando respecto al sistema
inercial. Consideremos primero esta rotaciéon. El movimiento de traslacion lo
analizaremos mas adelante, y supondremos -por ahora- que los origenes de ambos
sistemas de referencia, inercial O y no inercial O’; coinciden. Un vector cualquiera
q puede representarse en cualquiera de ambos sistema de referencia como

q = Qx)A(‘i‘ny‘i_q,zi:
= QI’&/+Qy’y/+q,z’i/

En una clase anterior ya estudiamos las ecuaciones de transformacion entre las
coordenadas y los versores de ambos sistemas, representadas por la matriz ortogo-
nal Apor. Supongamos ahora que este vector depende de un escalar (por ejemplo,
el tiempo t) y queremos calcular su derivada dq/d¢t. Pero, ;jcémo hacemos tal
calculo?. No parece una pregunta muy dificil de responder. En principio significa
derivar las coordenadas, (¢s, gy, q:) 6 (¢, @y, ¢~ ), respectivamente,

dq|  dg, .  dg, .  dg. .
dt |, TR AT
% — dq$/ )A(/ de’ S’/ dqz/ i/
dt |, dt dt dt

Sin embargo, estas dos derivadas sélo coinciden cuando ambos sistemas de refer-
encia no estan en movimiento relativo. Claramente, por la misma definicién del
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sistema de referencia inercial, los versores X, y y z pueden considerarse fijos (a
los efectos de un célculo cinemdtico). Pero si la matriz de transformacién Ao
depende del tiempo, entonces no es licito afirmar lo mismo para los versores X', y’
y z’ del sistema no inercial. Y por lo tanto, el calculo debe incluir sus derivadas.

Es decir

dq|  (dq. .  dg, . dg. .\

|, (dtx+th+dtZ -
dqzl nt dqy/ ~t dqz/ nt d)A(/ dyl di/ .
(dt TV T )T\ Ty T ) T
dq ax’ dy’ 4z’
dto,+<qz,dt+qy,dt+qzldt>

Para completar esta relacion entre las derivadas en ambos sistemas de referencia,
debemos calcular la derivada temporal de los versores X', ¥’ y z'. Asi,

' T 55’
d 7| = dAoor | = dAoo Ay e
dt | 7, dt | 3 ar 7O° g

Analicemos ahora la matriz! Aoo - Aoo. Dado que Aoo - Aoo = Z, resulta
. . ' » . t
Aoor - Aoo = — Aoor - Aoo = — Apio - Aoor = — (AOO’ ' ‘AO'O>

Vemos que la matriz Apo - Aoro es antisimétrica. Escribimos

) 0 Wz —Wy

Aoor - Aoo = | —w 0wy

Wy  —Wy 0

de forma tal que

~7 A1
a17 0 Wy —Wy T
— 17 | =] —wx 0  wy v
dt Y Y
z Wy —Wy 0 Z

El vector & = wyX' + wyy' + w2z’ es ni mas ni menos que la velocidad angular
instantanea entre ambos sistemas. Consideremos, por ejemplo, un sistema de
referencia rotado un dngulo ¢ alrededor del eje z = z’. En tal caso, X' = cos ¢ X +
singy e y' = —sin¢X + cos¢y. Derivando respecto de t obtenemos

dx’  do¢

. L do . L
o= q (Tsmextcosey) =y =wa ¥ stwr =wy =0

LA partir de este punto, comenzamos a utilizar una notacién muy usual, v.g. da/dt = a
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Similarmente, para una rotacién alrededor del eje ' obtenemos, dX'/dt = —w,, 2/,
Y componiendo ambas rotaciones, obtenemos la expresion anterior para una rotacién
: : S _ ~1 5!
arbitraria, dX'/dt = w, ' — wy 2.
Reemplazando en una ecuacién anterior, obtenemos la relacion entre las derivadas
calculadas en ambos sistemas de referencia.

d d
[ +d xq
dt |,  dt],

Debe advertirse que no realizamos ninguna suposicion respecto del vector q.
Puede tratarse de -por ejemplo- un vector posicion, una velocidad 6 una velocidad
angular. Por lo tanto, la relaciéon anterior puede pensarse como una relacion entre
operadores, independiente del vector al que son aplicados.

a _d
dt|, — dt|,,

—

+ w X

Por ejemplo, podemos aplicarlo en forma sucesiva para obtener la relacion entre
las derivadas segundas,

d? B d . d . B
azl, — \ar, T) \al, T )T
= d—2 +2c3><i +d—ﬁ X 4+ W X WX
dt2o, dt|,,  dt |,

Si lo aplicamos al vector posicién r = r(t) de una particula de masa m sometido
a una fuerza F, obtenemos la siguiente ecuacién de movimiento en el sistema no
inercial O’,

d?r d?r dr do

F=m— = m + 20 X — XTr+ OXWXr

- + -
2 2
de? |, dez |, dt|,  dt|,,
Esta ecuacién nos permite resolver un problema mecénico desde un sistema de ref-
erencia no inercial en base a las ecuaciones de Newton, siempre que incorporemos
tres fuerzas ficticias en la segunda ecuacién de Newton:

d?r

m @ =F+ Fcoriolis + Fcentrffuga + Faceleraeic’)n

O/
donde

F coriolis =—-2md XT Fuerza de Coriolis
—mda X (J xr) Fuerza centrifuga

Fcentrffuga
Faceleracic’)n =mr Xuw
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3.2 La fuerza de Coriolis

Junto con Poncelet y Navier, Coriolis fue uno de los creadores del concepto de
“trabajo” que analizaremos mas adelante. Sin embargo, hoy es més recordado
por un tratado publicado en 1835 con el nombre de Sur les équations du mouve-
ment relatif des systemes de corps, en el cual demostraba la presencia en sistemas
rotantes de la fuerza ficticia que hoy lleva su nombre:

Foorolis = —2mw Xr Fuerza de Coriolis

Para comprender el origen de esta fuerza es conveniente considerar, como primer
ejemplo, el movimiento de un satélite transpolar. Visto desde un sistema iner-
cial, este satélite describe un movimiento circular alrededor de la Tierra, pasando
por los polos. En una primera aproximacién, la unica fuerza aplicada sobre el
satélite apunta hacia el centro de la Tierra. Sin embargo, un observador en la
base norteamericana en el polo sur, verda que en lugar de atravesar el cielo en una
trayectoria rectilinea y uniforme, el satélite sigue una trayectoria curvada hacia la
izquierda. Por el contrario, un observador en el polo norte vera que esta desviacién
es hacia la derecha. Para poder explicar este movimiento en base a la segunda
ley de Newton, ambos observadores deberan suponer que esta trayectoria es el
resultado de una fuerza aplicada sobre el satélite. Esta es justamente la fuerza de
Coriolis.

Consideremos un objeto moviéndose sobre la superficie de la Tierra en una
colatitud #. Ubicamos los ejes de nuestro sistema de coordenadas no inercial de
la siguiente manera:
hacia el este
hacia el norte
hacia arriba

N> > 4>

La velocidad angular es, entonces, J = w (sinf y +cos 0 z), y la fuerza de Coriolis
esta dada por

Feoriolis = —2md X T =2mw ((ycosh — Zsinf)x — i cosf y + @sinf z)

3.2.1 El efecto Larmor

Una particula de carga ¢ moviéndose en presencia de un campo magnético B(r)
experimenta una fuerza proporcional a su velocidad y perpendicular a ella,

Fmagnética =q rx B

Si consideramos el desplazamiento de esta particula, pero visto desde un sistema
de referencia rotante con velocidad angular &, tenemos que

Fmagnética =q (I‘ + W X I') xB.
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La ecuacion de movimiento de la particula en presencia de este campo magnético
y de una fuerza arbitraria f se escribe

mi = f4 Fragnética — 2M& X T —md XTr— md X Xr

= f—(B+2md) xt—mdxr— (B+md)xdxr

Vemos que se da una interesante relacion, ya que la fuerza producida por un campo
magnético tiene componentes con precisamente la misma forma que la fuerza de
Coriolis y la fuerza centrifuga. Si elegimos

Jj:_iB
2m

podemos anular el primer término, y reducir el iltimo a la mitad, resultando
P q\*
mr—f—|—§B><r—|— 5 BxBxr

Consideremos ahora que el campo magnético es suficientemente débil, como para
que el término cuadratico sea despreciable frente a la fuerza aplicada f. También
supondremos que su dependencia temporal es suficientemente suave como para
poder despreciar el segundo término. Si se cumplen tales condiciones obtenemos

mr ~ f

Pero esta es justamente la ecuacion de movimiento en ausencia del campo magnético.
La conclusion que obtenemos de este resultado es que, visto desde un sistema in-
ercial, el efecto de un campo magnético débil es producir una lenta precesién de

la trayectoria con una velocidad angular &. Esta frecuencia angular
qB
W, = —
" om

se denomina frecuencia de Larmor, en honor del descubridor de este efecto, el
fisico irlandés Joseph Larmor.

El efecto Larmor produce cambios observables en los espectros de emision
por atomos en presencia de campos magnéticos, debido a la modificaciéon que
producen en los momentos angulares de los niveles atémicos. Este cambio de las
lineas espectrales se denomina “efecto Zeeman”.

3.3 Fuerza centrifuga
La fuerza centrifuga

Fcentrz’fuga -
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es normal tanto al eje de rotacion @ como a la velocidad tangencial & x r. Como
ademas el signo es positivo, esta fuerza aparente es normal al eje de rotacion y
dirigida hacia afuera, de alli el nombre de centrifuga.

En la Tierra, esta fuerza es nula en los Polos y maxima en el Ecuador, donde
toma un valor de aproximadamente 0.0034 m / seg?. En realidad, la diferencia
entre la aceleracién de la gravedad en los Polos respecto del Ecuador es aproxi-
madamente de 0.052 m / seg?, lo que se debe a que la Tierra no es una esfera
perfecta sino que esta achatada en los Polos. De hecho, el radio en el Ecuador
es aproximadamente 21 kilémetros mayor que en los Polos. Estos dos efectos no
son independientes, ya que el achatamiento de la Tierra en los Polos es conse-
cuencia de su rotacion. Ademads, la fuerza centrifuga produce una desviacion de
la gravedad aparente en un dngulo igual a

_ Fhorizontat _ mw?rsinfcosf  wr

~

l

= : =~ sin 6 cos
Fvertical mgqg — mw3r SlIl2 0 g

ue toma su valor maximo para 6 = 45° ue es igual a aproximadamente 6
)
minutos de arco.



