Capitulo 4

Sistemas de coordenadas en
movimiento relativo

4.1 Sistemas de coordenadas acelerados y Prin-
cipio de Equivalencia

Para completar la descripcion de los sistemas de coordenadas no inerciales, con-
sideremos uno cuyo origen O’ esta ubicado en una posicion R respecto del origen
O de un sistema inercial. Supondremos que este vector varia con el tiempo segin
una ley arbitraria R = Ro/o(t). La transformacién de coordenadas que analizare-
mos ahora se agrega -eventualmente- a la correspondiente a cualquier rotacion que
esté ejecutando el sistema de referencia no inercial. Consideremos una particula
de masa m sometida a una fuerza F. Su posicién esta representada por un vec-
tor ro en el sistema inercial y otro vector ro. en el sistema no inercial. Ambos
vectores posicion estan relacionados por la relacion vectorial

ro =ro + Roo(t)
Derivando dos veces respecto del tiempo, obtenemos
o = o + Roo(t)
Y reemplazando en la segunda ecuacion de Newton,
mio =F —m Rofo(t)

Al igual que en el caso de las rotaciones, esta ecuaciéon nos permite resolver un
problema mecéanico desde un sistema de referencia acelerado, en base a las ecua-
ciones de Newton, siempre que incorporemos una fuerza ficticia en la segunda
ecuacion de Newton:

mio = F + Faceleracion
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donde
Faceleracién =—m RO’O(t)

Un observador que insistiera en que su sistema de referencia es inercial, a pesar
de la evidencia de que existe una fuerza F,cceracion = — M Roro(t) aplicada sobre
todo sistema, aun podria defender su postura si postula la existencia de un campo
gravitatorio g = — Roio(t). Esta idea representa lo que se conoce como “Princi-
pio de equivalencia”, estableciendo la semejanza entre aceleracién y gravedad. En
realidad, lo que se esta planteando con este principio es algo bien extrano: Que la
masa que entra en la definicién de la fuerza gravitatoria mg, llamada masa grav-
itatoria, y la que entra en la segunda ecuacion de Newton F = m¥, llamada masa
inercial. Tal como veremos mas adelante, la igualdad de estas dos masas ya era
conocida por Galileo y Newton, pero no fue sino hasta el siglo XX cuando Albert
Einstein vio en ella la clave de su Teoria General de la Relatividad. Durante los
ultimos anos del siglo XX hubo mucho interés en investigar la posible violacién
de esta igualdad. Un descubrimiento de tal tipo tendria un claro caracter rev-
olucionario, ya que no sélo pondria en entredicho toda la teoria de Einstein, sino
gran parte de la Mecanica Cléasica de Newton.

4.2 Invariancia de Galileo

Vemos que si el centro del sistema O’ no esta acelerado respecto del sistema O, es
decir si el movimiento relativo es “rectilineo y uniforme”, Roo(t) = b + voo - t,
entonces las ecuaciones de Newton son vélidas en el sistema O’. Esta es ni mas
ni menos que una de las conclusiones que en el capitulo anterior extrajimos de
la definiciéon de sistema inercial: “Todo sistema de referencia que se mueve con
velocidad constante respecto de un sistema inercial, es también inercial”.

Si no hay una rotacion involucrada en la transformacion siempre podemos
redefinir los ejes cartesianos y el origen del tiempo ¢t de manera que b = 0, y de
manera que el movimiento relativo sea a lo largo de uno de los ejes; por ejemplo,
voro = vX. En tal caso, la transformacion entre ambos sistemas de coordenadas
se escribe

t/ 1 0 0 O t
| | —v 1 0 0 x
y | 0 0 1 0 y
Z 0 0 0 1 z

Esta transformacion se denomina Transformacion de Galileo. Vemos que el ele-
mento de longitud es el mismo en ambos sistemas, ds* = 3, da? = 3, dx’? = ds".
Ademas, tal como vimos, la forma de la ecuacién de movimiento es la misma en
ambos sistemas de referencia,

F=mi=mv =F
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Este hecho se suele enunciar diciendo que la segunda ecuacién de Newton es
wnvariante ante las transformaciones de Galileo. Cada término individual puede
variar, pero todos transforman segin el mismo esquema (v.g. son covariantes),
manteniendo la forma de la ecuacion. El hecho de que las leyes de Newton sean
idénticas en ambos sistemas de referencia se denomina Principio de relatividad
newtoniana 6 Invariancia de Galileo.

4.3 Transformacion de Lorentz

Si volvemos a la relacion entre las coordenadas de dos sistemas inerciales en
movimiento relativo,

t
/ =A v
Yy Y

z

parece haber poco espacio para una transformacién distinta a la de Galileo

1 0 0 O

-v 1 0 0

A= 0 0 1 0
0 0 0 1

En tren de dudar de todo, podemos cuestionar la linealidad de esta transfor-
macién. Es posible dar varios argumentos de plausibilidad para esta suposicién,
pero no nos detendremos en ellos en este momento. Veremos, en cambio, que
podemos argumentar respecto de los coeficientes de la matriz

Qoo  @o1 Qg2 (o3
A= a1p @11 Q12 @13
GQzp G21 A22 (23
azp a3 az2 G33

En primer lugar, parece muy razonable suponer que un evento que ocurre sobre el
eje x en el sistema O, también ocurrird en el mismo eje cuando se lo observa desde
el sistema O’. En otras palabras, ¥’ y 2z’ deben ser -al menos- proporcionales a las
coordenadas y y z, respectivamente, v.g. 1y = a2y y 2’ = as3z, con independencia
de las otras coordenadas y el tiempo. Tenemos, entonces

Qoo Qo1 Qo2 A3
Q1p 11 Q12 A3
A _
0 0 929 0
0 0 0 ass
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Ahora, si realizamos una rotacién de ambos sistemas de coordenadas alrededor
de los ejes z y z/, tendriamos que ver desde O lo que antes veiamos desde O’. Es
decir que, la misma matriz A tendria que caracterizar a la transformacién inversa

t t/

_ Al

S l=A (4.1)
z 2!

Por lo tanto, —y = ag(—y') = as(—axy), por lo cual ayy = £1. Pero como
esta transformacion también tiene que poder aplicarse al caso en que no hay
movimiento relativo, debemos descartar la posibilidad ass = —1. El mismo ra-
zonamiento puede emplearse para mostrar que aszz = 1. Tenemos entonces que

Qoo Qo1 Qo2 Qo3

_ | Qo a1 a2 ais
A= 0 0 1 0
0 0 0 1

Hasta ahora, basdndonos en unos pocos argumentos plausibles, hemos recuperado
la transformacién de Galileo para las coordenadas transversales al movimiento
relativo. Veamos ahora que podemos decir respecto de la coordenada z. En
primer lugar, podemos plantear que un evento que ocurre en ' = 0, deberiamos
verlo en el sistema O, como ocurriendo en x = vt. Es decir que

t t
0 t
/ =A Y
Yy Yy
2 z

O sea que
0= alot + auvt + ay + a132

Y para que esto ocurra, independientemente de y, z y t, es razonable suponer que
ajp = a;3 =0y ayp = —ay v, 0 sea

Qoo Qo1 Qo2 Qo3
—a11v  a 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

A=

y aplicando nuevamente la simetria 77, obtenemos

¥ = an(x—ot)

—x = ap(—2 —vt))
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Eliminando 2’ de ambas ecuaciones, resulta la siguiente expresién para t/,

1—a? x
t, = a1 <t + 2 1 )
all v

Tenemos entonces la siguiente transformacién:

1 (1-afy)/afiv 0 0
—v 1 0 0
A=au | 0 1 0
0 0 0 1

So6lo nos queda por determinar el factor a;;. Parece muy razonable asumir que
la longitud debe permanecer invariante al pasar de un sistema inercial a otro. Si
aplicamos la transformacién

2 _ 22 22 2
ds —dej—an dej =aj; ds
j J

estarfamos obligados a asumir que ay; = 1, recuperando asi la transformacion de
Galileo. Pero sabemos que esta transformacion no deja invariante a las ecuaciones
del Electromagnetismo. Y es aqui donde Einstein plantea un principio adicional.
En sus propias palabras, “toda [su] Teoria se basa en dos postulados”

1. Las leyes de la Fisica tienen la misma forma en todos los sistemas inerciales.

2. En todos los sistemas inerciales, la velocidad de la luz ¢ es la misma ya sea
que la luz es emitida por un cuerpo en reposo o por un cuerpo en movimiento
uniforme.

Este ultimo es uno de los principales resultados que se derivan de las ecuaciones
de Maxwell. Aplicado a la transformacién A, a un frente de luz que se mueve en
la direccién X, obtenemos que

t/ t
t’ t
v =
Z z
0 sea
1—a7, ct
tl = a1 (t 5 1 >
ay; v
ct’ = ay(ct —ovt)
De donde obtenemos que
1
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Resulta asi la transformacién de Lorentz, caracterizada por la matriz

1 —v/c® 0 0

1 —v 1 0 0

A= /1_1}2/62 0 0 1 0
0 0 0 1

Este resultado basico de la Teoria Restringida o Especial de la Relatividad da lugar
a un gran numero de efectos no intuitivos que han sido verificados experimental-
mente, como la contraccién FitzGerald-Lorentz de las longitudes ¢ la dilatacién
temporal.

Vemos que en el limite v < ¢ se recupera la transformacién de Galileo, estable-
ciendo un limite para la validez de la Mecanica Clasica que estamos desarrollando
en este curso.



