Capitulo 14

Colisién de dos particulas

14.1 Descripcion de un proceso de colision en el
sistema centro de masa

En el capitulo anterior describimos la colision de un proyectil contra un centro
de fuerza que permanece fijo. Aunque ésta es una buena aproximacién cuando el
blanco tiene mucha mas masa que el proyectil, en general ha de retroceder por
efecto de la colisién. En el problema de la colisién de una particula alfa contra
un nucleo de oro, por ejemplo, la masa de este ultimo es tan grande que dicho
retroceso resulta despreciable. Pero éste no es siempre el caso. Consideremos
entonces la colisiéon de una particula de masa mp contra otra de masa mpg. Este
problema se puede estudiar mas facilmente desde un sistema de coordenadas con
el origen fijo al centro de masa. En efecto, ya vimos que la posicién relativa
r =rp—rpy ladel centro de masa r.,, = (mprp +mprp)/(mp+ mpg) permiten
describir completamente el estado del sistema.

m
r'p = —7T+Tyy,
mp
m
rp = ———T~+7Tgy,
mp

donde m = mpmp/(mp + mp) es la masa reducida del sistema. Puesto que el
centro de masa se mueve en una trayectoria rectilinea y uniforme de velocidad
Vem = MpVe/(Mmp + mp), todo el problema se reduce a hallar la evolucién del
vector posicién relativo r = r(t). En efecto, tal como vimos al principio del curso,
la evolucion de un sistema de dos particulas en interaccién mutua por medio
de una energia potencial V(|rp — rg|) puede reducirse al de una unica particula
ficticia de masa m = mpmp/(mp + mp) y posicién r = rp — rp en presencia de
un campo de fuerza central de energia potencial V = V' (r).

Vemos entonces que la colisién de dos particulas puede describirse simplemente
en el sistema centro de masa como la dispersiéon por un centro de fuerza de una
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particula de masa igual a la masa reducida m del par y velocidad igual a la
velocidad relativa v. De esta manera el problema de colisién se reduce al caso
que hemos estado describiendo hasta ahora de la colisién de una particula por
un centro de fuerza fijo, en el sentido de que una vez hallada la solucién r(t) de
este problema, podemos eventualmente calcular las trayectorias rp(t) y rp(t) de
ambas particulas en base a las ecuaciones anteriores.

Manteniendo la notacién del capitulo anterior, la velocidad relativa antes de la
colision es v,. Por conservacién de energia, el médulo de esta velocidad relativa
v es el mismo después de la colisién, |v| = |v|. En otras palabras, en el sistema
centro de masa el efecto neto de la colision es rotar la velocidad v en un dado
angulo 6, permaneciendo inalterada su magnitud.

Lo que necesitamos ahora es encontrar la relacién entre este angulo 6 de dis-
persion de la particula reducida (que es el que aprendimos a calcular en el capitulo
anterior) con el “verdadero” angulo de dispersion del proyectil 0p que es lo que se
mide en el sistema de referencia del laboratorio. Conocida esta relacién, podremos
pasar de la seccién eficaz diferencial calculada en el sistema de referencia fijo al
centro de masa do/d) a la seccién eficaz medida en el sistema de referencia del
laboratorio do /dS)p por medio del Jacobiano correspondiente

do dQ) do  sen(0)dfdy do sen(0)df  do

dQp  dQp dQ dsen(0p) dipdpp dQ  dsen(fp) dfp dS

donde hemos utilizado el hecho de que la transformaciéon de Galileo no afecta el
plano de colisién, es decir que ¢ = ¢p. Este sencillo resultado es de la mayor
importancia, pues nos dice que la seccién eficaz diferencial calculada para el prob-
lema equivalente de una particula, es también la seccion eficaz diferencial para la
dispersién del proyectil en la colision de dos particulas entre si. En este sentido,
los resultados obtenidos en el capitulo anterior siguen siendo aplicables, aunque
referidos a un sistema de coordenadas fijo al centro de masa.

14.2 Descripcion de un proceso de colision en el
sistema de laboratorio

Entre la velocidad final del proyectil vp referida al sistema del laboratorio y la
velocidad v de la particula de masa reducida hay una simple relacion vectorial que
resulta de derivar respecto del tiempo la ecuacion de transformacion estudiada en
la seccién anterior

m m m

Vp = —V + Vg, = —V + — Vg

mp mp mp
Los angulos que forman vp y v con la velocidad inicial v, son los angulos de
dispersién en los sistemas de laboratorio 6p y centro de masa #, respectivamente,
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con lo cual
vpcos(fp) = M cos(f) + R
mp mp
(8r) ™ v sen(9)
vp sen = —vsen
P P p—

Dividiendo miembro a miembro y teniendo en cuenta que v = v, obtenemos
finalmente

mp sen ()
tg(0p) =
g(0r) mp + mp cos(0)
0, resolviendo para cosf,
2
cos(f) = — @senz(ep) + cos(fp) |1 — m—gserﬂ(@p)
mpg mp

Si mp < mp la relacion entre ambos dngulos es “uno a uno”, debiéndose tomar el
signo + de manera que # = 0 cuando fp = 0. En esta situacién el proyectil puede
ser desviado, en principio, en cualquier direccién. Esto es lo que ocurre en la col-
isién de una particula alfa contra un nicleo de oro donde ahora podemos verificar
que, siendo mp/mp = 49.25, ambos dngulos de dispersién son aproximadamente
iguales. El blanco experimenta un retroceso muy pequeno y en la practica actia
como un centro de fuerza fijo.

Si mp > mpg, la relacién entre 6 y 0p es bivaluada. Ademas el proyectil
solo puede ser dispersado en un angulo que no exceda un cierto valor maximo,
Op < arcsen(mp/mp).

Ya que estamos, podemos encontrar la direccion en que retrocede el blanco debe-
mos realizar un calculo similar a partir de la ecuacién

m
Vg = ———V + Vg,
mpg

y teniendo en cuenta que en el sistema centro de masa ese angulo es m — 6. Se
obtiene

_ sen(m —0)
te(0s) = 1+ cos(m — 0)
0 sea
Op = L 0
B = 5(7T —0)

Tal como vimos, conocida la seccién eficaz en el sistema centro de masa do/dS2,
el pasaje al sistema de laboratorio sélo requiere calcular el Jacobiano para la
transformacién de fp por 6. Sin embargo, en este punto debemos manejarnos con
mucho cuidado. Como senalamos anteriormente, cuando mp > mp cada angulo
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Op en el sistema de referencia del laboratorio esta relacionado, no con uno, sino
con dos dngulos 61 y 6~ en el sistema centro de masa.

+\ mp 2 m2P 2
cos(0™) = —m—Bsen (0p) £ cos(fp) 4|1 — 5 sen (0p)
B

Al calcular la seccién eficaz en el sistema del laboratorio, debemos sumar estas
dos contribuciones a la intensidad de particulas dispersadas en dicha direccién 6p.
do dcos(0T)| do dcos(0™)| do , _

—o(0p) = Gy
dcos(fp)| dQons dcos(fp)| dQcn

0") +
Cuando mp < mp, en cambio, tenemos una unica contribucién correspondiente
al angulo 0. Resulta finalmente

do B 1 + (mp/mp)?cos(20p) me do .
@(QP) = [( \/1 T —T + QmB (913)) s (07) +

o 1 + (mp/mp)*cos(20p) mp do
ot & (\/1 — (mp/mp)*sen?(0p) QmB (9]3)) dQCM(e )]

© (mp/mp — senfp)

con O(x)=1six >0y O(x)=0six<O0.

Esto en cuanto a la dispersion del proyectil. Sin embargo, también podriamos
querer realizar un experimento de colisién donde lo que nos interesa es el angulo
fp en que retrocede el blanco después de la colision. De hecho, el desarrollo de
nuevas técnicas experimentales han permitido realizar experimentos de colisiones
atémicas con estas caracteristicas. En este caso, la simplicidad de la relaciéon
Op = (m—0)/2 se traslada a la ecuacién de transformacién entre el sistema centro
de masa y el sistema de laboratorio

) = || 66 =206 0= 5~ 25) 6 (n/2 - 00

ds) dcos(0p)| dQ ds?

Para terminar esta seccién quisiera destacar la simplicidad conceptual de los
calculos que hemos realizado hasta este punto. En esencia nos hemos limitado
a emplear la conservacién del impulso y la energia. Y justamente lo elemental
de su naturaleza explica su gran campo de validez. En tanto se conserve el im-
pulso, lo que habra de ocurrir en la mecanica cuantica; y en tanto que la colisién
sea elastica, carecen de importancia los detalles del proceso y las ecuaciones de
transformacién del sistema centro de masa al sistema de laboratorio que hemos
obtenido seguiran siendo validas. En efecto sélo nos hemos preocupado por lo que
ocurre con las particulas antes y después de la colision, siendo indiferente que los
fenémenos que ocurren al aproximarse una particula a otra hayan sido clasicos o
cuanticos. Por consiguiente estas ecuaciones de transformacién pueden utilizarse
también en el andlisis de fenémenos cuanticos.
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14.3 Dispersion de particulas idénticas

Una situacién particularmente interesante se da cuando el blanco y el proyectil
tienen la misma masa. En tal caso resulta

1 1
Op=—-10 , Op=—-(m—20
P=3 B =5 (m—0)
O sea que, después de la colisiéon, ambas particulas se mueven en direcciones que
forman un angulo recto entre ellas. La seccion eficaz diferencial en el sistema de
laboratorio resulta
do do

——(0p) = 4cos(0p) o)

dQp (0 =20p)0O (1/2 — 0p)

con 0p < w/2. Ahora bien, si no sélo las masas de las particulas son iguales, sino
que las mismas particulas son idénticas (como ocurre, por ejemplo, en una colisién
electrén-electrén 6 en una colisién neutrén-neutrén), no sera posible distinguir
después de la colision cudl era la particula blanco y cual la particula proyectil. En
este caso debemos sumar ambas contribuciones, resultado

do do do

@(9})) = 4COS(9P) <dQ(9 = 29}3) + E(@ =TT — 2‘91))) © (7'('/2 - ep)

En particular, si la interaccion es coulombiana, reemplazando la férmula de Ru-
therford resulta

do Z\? 1 1
05 = (E) cos(fp) [sen4(0p) + 0084(613)1 O (n/2—0p)

con E = mpuv? /2 la energfa cinética inicial del proyectil en el sistema de labo-
ratorio.
Cuénticamente se obtiene el siguiente resultado!

0 (2 conttr) [+
dQp  \E cosivp sen*fp ~ cos*fp
cos ((27 |/ ivs) In (cot?0p) )1 O (n/2 —6p)

sen?fp cos?0p

+ 2

donde h = 1.05459 x 10727 erg.seg es la constante reducida de Planck. En el
doble signo, la suma corresponde al caso donde el espin total del sistema, esto es
la suma de los momentos angulares intrinsecos de ambas particulas, es par. La
diferencia corresponde al caso de espin total impar. Los dos primeros términos
representan el resultado clasico. El término de interferencia es de origen pura-
mente cudntico. Sin embargo, si la velocidad es pequena, vy, < |Z|/h, entonces el

L. D. Landau and E. M. Lifshitz: Quantum Mechanics (Pergamon Press, Oxford).
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término de interferencia es muy fuertemente oscilante y, por lo tanto, inobservable
experimentalmente. Recuperamos asi la expresiéon clésica.

El término de interferencia se superpone en forma oscilatoria al resultado
cldsico. En particular la seccién eficaz cudntica para la dispersién en 7/4 es
el doble de la clasica cuando el espin total es par. Este efecto fue verificado en
1930 por Chadwick para la colisién entre particulas alfa. Cuando el espin total es
impar, en cambio, la seccién eficaz para la dispersién en 7/4 es nula.

14.4 James Chadwick

14.5 Energia transferida

En toda colisién elastica, el proyectil pierde parte de su energia cinética inicial,
que transfiere al blanco. Esta energia cinética final del blanco es

1 2 1
T= 2mB‘ =5 ms v2a (24 2cos(6))?

m

——Vv+ Vem
mp

donde hemos aplicado que v = Voo ¥ Uen = MV /mp vy que el dngulo entre ambas

velocidades es igual a m — . Finalmente, obtenemos que esta energia transferida

esta dada por

T = T,sen*(0/2)

con

mQ

E

T,=14
mpmp

Vemos que la energia transferida es maxima cuando # = m, esto es cuando se
produce un proceso de retrodispersion en el sistema centro de masa. En el caso
particular de que sea mp = mp, vemos que T, es igual a la energia cinética
inicial del proyectil, T, = E. Esto quiere decir que en el proceso de retroceso
correspondiente a # = 7, la transferencia de energia es maxima, el proyectil detiene
su movimiento y la particula blanco adquiere toda la energia cinética inicial.

Esta transferencia de energia cinética mediante colisiones constituye el princi-
pio de los moderadores de particulas rapidas, por ejemplo neutrones en reactores
nucleares. Puesto que la transferencia de energia es maxima cuando mg = mp, re-
sulta evidente que los mejores moderadores de neutrones son los elementos ligeros,
idealmente el hidrégeno. Sin embargo las pilas de hidrégeno no son practicas (de-
bido a que capturan neutrones), aunque suelen emplearse en forma de parafinas.
En general, se utilizan el deuterio de masa mpg ~ 2mp y el carbono de masa
mpg ~ 12mp.

La expresion T = T,sen?(6/2) provee una relacién directa entre la energia
cinética final del blanco T y el angulo de dispersién del proyectil en el sistema
centro de masa. Esto permite relacionar la seccion eficaz diferencial en el sistema



14.5. Energia transferida 7

centro de masa do/dQcp(0) directamente con el espectro de energias del blanco
do/dT,
do T, do
=——0(T,-T)

dQCM 4 dT
Esta forma de expresar la seccién eficaz diferencial? en términos de la energfa
transferida del proyectil al blanco es muy utilizada en la descripcién de los procesos
de frenamiento de particulas en medios gaseosos o materiales. Por ejemplo, la
seccién eficaz de Rutherford se escribe

do Z?

& o o, -T
dT 7TvagoTQG)( )

2Un comentario importante: Puesto que la seccién eficaz diferencial en las variables 6, 0p,
fp 6 T solo difieren en un Jacobiano, Se obtiene la seccién eficaz ¢ por integracién de cualquiera
de ellas.



