Capitulo 16

Ecuacion de Lagrange

16.1 Introduccion a las ecuaciones de Lagrange

La mecanica que nos presenta Lagrange en su Mécanique Analytique significa un
salto conceptual muy grande respecto de la formulacién Newtoniana. El concepto
de fuerza, central en el tratamiento dado por Newton, practicamente desaparece
de la escena. En las préximas clases nos iremos despidiendo de él, y s6lo aparecera
esporadicamente. Poco a poco sera reemplazado por la idea de funcién potencial
en el marco de un tratamiento que podriamos llamar energético.

Lo que quiero ahora es dar algunos pasos que nos acerquen a la dificil formu-
lacion de Lagrange de la Mecéanica. Consideremos el movimiento de una particula
en un plano bajo la accién de una fuerza F. Escribimos la ecuaciéon de Newton
en coordenadas polares:

mit — mrf? = F.t
mrf + omif = F.0

Queremos construir una formulacion energética, en el sentido de que podamos
partir de la energia cinética

T = ;m (7"2 + r292>

y llegar a las ecuaciones de Newton, por medio de algin operador D tal que, por
ejemplo, DT = mi* — mr6?. Notablemente, esta no es una tarea muy complicada.
Trabajando un poco dicho término,
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podemos escribir la componente radial de la ecuacién de Newton en términos de
la energia cinética como
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Un célculo similar permite demostrar que la componente angular de la ecuaciéon
de Newton es equivalente a

d(ory _or _Lor
dt \ 96 06 90

Bueno, parece que hemos encontrado algo interesante. Podemos escribir ambas
como una sola, en términos de la coordenada ¢ =1 6 6,

o (or\ ot o
dt \ 0q dqg ~ 0q

Esta es la em ecuacion de Lagrange, con la cual trabajaremos de aqui en adelante
ad nauseam. La demostracion que hemos hecho es completamente correcta, pero
deja en el tintero un aspecto muy importante. Aqui, hemos trabajado con una
Unica particula, donde la fuerza F incluye “todas” las interacciones que actian
sobre ella, incluidas las fuerzas de vinculo. Pero d’Alembert ya hizo el gasto de
eliminar las fuerzas de ligadura de la mecanica, y no seria muy astuto de nuestra
parte ignorar este resultado. Ahora vamos a deducir las ecuaciones de Lagrange a
partir del Principio de d’Alembert, demostrando que aquellas valen para todo el
sistema (no sélo una particula) y para cualquier coordenada generalizada ¢ com-
patible con los grados de libertad del sistema, sin tener en cuenta explicitamente
las fuerzas de vinculo.

16.2 Ecuaciones de Lagrange

Trabajaremos sobre la ecuacién de d’Alembert para un sistema arbitrario de N

particulas
> (-0 o

i=1

Recordemos que con esta ecuacion hemos logrado desembarazarnos de las fuerzas
de ligadura, pero pagando el precio de que los sumandos de dicha ecuacion ya
no son independientes, puesto que -habiendo un cierto nimero k£ de ligaduras
holénomas- ahora no son independientes las variaciones r;. Ahora vamos a salvar
esta dificultad, escribiendo la ecuacion de d’Alembert en términos de las 3N — k
coordenadas generalizadas ¢; del sistema', en funcién de las cuales las antiguas
coordenadas r; estan dadas por

r, = I'i(Qla <y 3Nk, t)

'La eleccién de las 3N — k coordenadas generalizadas de un sistema no es tnica, por lo cual
tampoco son tunicas las ecuaciones de Lagrange.
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Nuestro objetivo es demostrar que, en términos de estas coordenadas general-
izadas, que el principio de d’Alembert se puede escribir como

3N—-k T T N )
v |4 OT) _ 0T g, 95| 50—
dt \ 0g; dq; dq;

j=1
Supongamos, por ahora, que ya logramos demostrar esta ecuacién (lo haremos
en la préxima seccién). Si las ligaduras son holénomas (y tal condicién se utiliza
recién ahora, no siendo imprescindible para la demostracién anterior), las coorde-
nadas generalizadas ¢; son independientes y, por lo tanto, la tinica manera de que
se cumpla la ecuacion de d’Alembert es que se anule cada coeficiente por separado.

d (0T orT

donde hemos definido la fuerza generalizada

N ari
=N"F,

J

=1

Supongamos ahora que algunas de las fuerzas aplicadas sobre el sistema derivan
de una funcion potencial V' que es la energia potencial del sistema, F; = F; —V,V.
En dicho caso podemos escribir

N oo, X or; ~ OV
=S F L - ViVt =@, -
< 1:21 dq; ; dq; < dq;

Reemplazando en las ecuaciones anteriores, podemos incorporar el potencial en el

primer término,
a(ory ar-v)_ .
dt @(]J an o

Como el potencial V' solo depende de la posicién, debe ser independiente de las
velocidades generalizadas ¢;. Por ello podemos incluir el potencial V' en la derivada
parcial respecto de ¢;, obteniendo la ecuaciéon de Lagrange

d (0L o -~
o)~ @

donde hemos definido el Lagrangiano L =T — V.

16.3 Demostracion de las ecuaciones de Lagrange

Nos falta demostrar la ecuacion

38R Ta (0T oOT
> [ (55) -~ o -] aw =0

J=1
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A partir del principio de d’Alembert.

al dp;

i=1

iManos a la obral... En funciéon de las coordenadas generalizadas, el trabajo virtual
de las fuerzas aplicadas es

3N—-k or. 3N—-k
z

N
ZFi-érz ZF Z = Z QJ(SQJ
i=1 Jj=1

q;

Ya tenemos un buen trozo de la demostracion lista. Lo que falta no va a ser tan
facil,

N dp; N N 3N—k 6rz 3N—k
= at i=1 i=1 j=1 aq]' =1 \i=1
3Nk d ( (‘3r2> d 8ri>]
= m; } —rp.—— || 0
; [z; (dt 0 dt dq; !
Ahora bien, por un lado tenemos que
('9rZ _ @ @ 0 S%k or; qu or;\ 3%:]“ or; 5yt 0 — or;
dq;  0g; ~ g Oy dt ot = Oqk 0q;
y por otro

d (or;\ T Priodge | OPri 9 [(dvi\ O
dt \dq; ) &= 0q;0q, dt — 9q;0t  dg; \ dt )] Og;

Reemplazando en la ecuacion anterior, tenemos

N dp; SNk ( ( ar) arl)
E Lor; = E g mir.— | — miti.— | .0q;
2 dr Z dd; aq;) Y
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Con esto completamos la demostracion.
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16.4 No unicidad del Lagrangiano

Es importante destacar que el Lagrangiano de un sistema no es tinico. En primer
lugar, es facil verificar que si se cambia £ por £+ [}/[U, con g cualquier funcién
de las coordenadas generalizadas ¢; y del tiempo ¢, la solucién de la ecuacion
de Lagrange permanece inalterada. Esta propiedad puede resultar muy ttil para
simplificar el aspecto funcional de un Lagrangiano.

Por otra parte, puede verificarse facilmente que el Lagrangiano

L= —112m*¢* + mg*V(q) + V?(q)

conduce a la misma solucién m§ = —dV/dq del problema unidimensional general

que el Lagrangiano usual

1
L= 57"16]2 - V(q)



