Capitulo 19

Las ecuaciones de Hamilton

19.1 Las ecuaciones canonicas 6 de Hamilton

Las ecuaciones de Lagrange para un sistema de 3N — k grados de libertad da
como resultado un conjunto de 3N — k ecuaciones diferenciales acopladas de se-
gundo orden. Ahora veremos que se puede reducir el orden de las ecuaciones
diferenciales, aunque duplicando su numero. Para comprender claramente esta
idea, consideremos un problema unidimensional general, caracterizado por el La-
grangiano £ = mq®/2 — V(q). La ecuacién de Lagrange nos conduce a la segunda
ley de Newton mg = —dV/0q, que es una ecuacién diferencial de segundo grado
para la funcién ¢(t). Ahora bien, el momento conjugado es p = 9L/9¢ = mq. En-
tonces la idea es reemplazar la ecuacion de Newton por dos ecuaciones acopladas
de primer orden para las funciones ¢(t) y p(t)
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Podemos escribir estas ecuaciones en una forma mas simétrica, en términos del
Hamiltoniano H = ¢p — £ = p*/2m + V(q) que, pensado como funcién de ¢, p y
t nos conduce a
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Vemos que, en efecto, hemos reducido el orden de las ecuaciones diferenciales,
pero a costa de duplicar su ntimero.

Ahora quisiéramos generalizar este resultado para un sistema cualquiera donde,
en lugar de trabajar con un conjunto de 3N — k ecuaciones diferenciales acopladas
de segundo orden para las funciones ¢ (t) , ..., gsn—x (%), lo harfamos con 2(3N — k)
ecuaciones de primer orden para q(t), ..., gsv—x(t), p1(t), ..., Psn—k(t). Vamos
a ver que las expresiones anteriores proveen una manera directa de lograr tal
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generalizacion. Para ello trabajaremos con el Hamiltoniano

3N—k
H= > dp—L
j=1
como funcién, ya 1no de(Ih ooy Q3N —k, Q17 L) Q3N—k y t7 sino de q1, .-y 43N—k, P1,

..., pan— y t. Para ello debemos pensar a las velocidades generalizadas ¢; como
funciones de estas variables. Calculamos ahora

aH 8 3N—k ‘ 3N—k a 3N—-k aﬁ a aL
gt _ (qu_/;):zqepé_ g~ 04 9%
dg; 9q; \ (= = 94 = 04:0q;  Oq;
- ngk(pg_aﬁ)%_aﬁzo_af:
= 9qe) 0q;  0Og; 9q;

Y aplicando la ecuacién de Lagrange

OH oc  ~ d (0L ~  dp,
oM _ 0L _ 5 ()Z@_py

8qj 8q]~ dt aq] dt
Similarmente
8H a 3N—k ' ) . 3N—k aqg 3N—k (c)£ aqg
7 = o Gpe — L) = q; + o Pe— Eyaew.
Ip; Op; (; o T H op e; 9qe Op;
3N—k 8£> aqe
— G+ X (g ) = a0
’ £:Zl (Z dq) dp; 7

Recuperamos asi las ecuaciones que habiamos hallado en el caso unidimensional,
excepto por la aparicién del término (); correspondiente a las fuerzas no conser-
vativas.

I _ 5y, oH _ .
aqj_ Vi p] 9 ap]_QJ

Estas ecuaciones son de una enganosa simplicidad. Por ejemplo, si volvemos a
mirar la deduccion de la segunda ecuacion, vemos que -en la practica- es casi una
tautologia. La dificultad practica estd en calcular el Hamiltoniano del sistema
como funcién, no de las velocidades generalizadas ¢;, sino de los momentos con-
jugados p;. Para ello, es necesario encontrar una expresion que relacione ambos
conjuntos de variables. Pero eso ya lo hicimos en la seccién anterior. A partir de
la expresién para la energia cinética

3N—-k BN—k3N—-k

T=>b+ Z qu.j'F Z Z bjéq.jq.Z
j=1

j=1 ¢=1
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vemos que, para el caso de potenciales independientes de la velocidad, las veloci-
dad generalizadas y los momentos conjugados estan relacionados por una trans-
formacion lineal

oL 3N—-k '
pi=—=bi+ > bide
9q; =1
donde b; y bj, son funciones de las coordenadas generalizadas y del tiempo dadas

por

N N
8ri 8ri 1 ari 81'1'
b; = my ) bje=5) mi
’ ; dq; Ot ! 2 %: 0q; Oqi,
Invirtiendo esta relacion y reemplazando en
3N—k
H= > dpi—L
j=1

Obtenemos el Hamiltoniano H como funcién de las coordenadas generalizadas, los
momentos conjugados y -eventualmente- el tiempo.

19.2 Teoremas de conservacion en la formulacion
Hamiltoniana

A partir de la definicién del Hamiltoniano, es inmediato que

oH _EM

ot ot
Por otro lado, recién demostramos que

oH 0L

dq; gy

O sea que

e Si el Hamiltoniano no incluye explicitamente al tiempo ¢, entonces t es ciclico
(en el sentido de que tampoco aparece explicitamente en el Lagrangiano), y
viceversa.

e Si el Hamiltoniano no incluye explicitamente a una coordenada g;, entonces
q; es ciclica, y viceversa.

Vemos que, partir de las ecuaciones,

dH OH oOH ~ .
— = ) —— =Q; —pj
los teoremas de conservacién son méas inmediatos en la formulacién Hamiltoniana

donde
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e Si el tiempo es una coordenada ciclica, entonces se conserva el Hamiltoniano.

e En ausencia de fuerzas no conservativas, el momento conjugado p; de una
coordenada ciclica se conserva.

19.3 ;Coémo obtenemos una ley cientifica?

19.4 ;Es la Fisica una ciencia deductiva?



