Capitulo 21

Sistemas auténomos de segundo
orden

21.1 Vito Volterra y Alfred James Lotka

21.2 Ecuacion de Lotka - Volterra

La ecuacién logistica da, en muchos casos, una vision excesivamente simplificada
de la evolucion de un sistema biologico. Frecuentemente, una especie es presa
de otro, de manera que ambas poblaciones estan relacionadas en una estructura
presa-depredador, que corresponde a un sistema auténomo de segundo orden.

r = ar—bry
Yy = —cy+dry

donde a, b, ¢, d son parametros de control positivos. = e y representan las pobla-
ciones de presa y depredador, respectivamente. El término proporcional a xy mod-
eliza el efecto de la interaccion entre ambas especies, ventajoso para el depredador
y desventajoso para la presa. Si no existieran tal interaccion, las presas prolif-
erarian exponencialmente, mientras que los depredadores se extinguirian. En estos
términos, los pardametros a y b representan las tasas de crecimiento y decaimiento,
mientras que ¢ y d caracterizan la competencia entre especies.

Esta es la ecuacion de Lotka - Volterra. Es un caso particular de un sistema
auténomo de segundo orden. A diferencia de los sistemas de primer orden, este
si puede representar un sistema mecanico, aunque del tipo mas simple, es decir
con un unico grado de libertad. La ecuacién de Newton para un sistema tal,
mZ = f(z), puede escribirse como un sistema auténomo de segundo orden si
introducimos la variable adicional y = @. Tenemos entonces

=y
= f(z)/m
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De hecho, si definimos el Hamiltoniano H(p, q) = —cp+ deP — aq + be?, obtenemos
las siguientes ecuaciones candnicas

g = —c+de?

= qa — bef

Y si definimos las variables x = eP e y = e, el sistema anterior se transforma en
las ecuaciones de Lotka - Volterra,

r = ar—bry

= —cy+dzy

al menos en el primer cuadrante x > 0,y > 0. Esto nos indica, ademas, que el
Hamiltoniano
H(z,y) = —clnx+dr—alny+ by

es una cantidad conservada en dicho sistema auténomo. En otras palabras, es una
energia, aunque no la energia mecanica.

Estas caracteristicas justifican que nos detengamos a realizar un estudio detal-
lado de este tipo de sistemas auténomos, no sélo debido a su isomorfismo con los
sistemas mecanicos de un tnico grado de libertad, sino también porque nos permi-
tiran en forma simple ejemplificar las ideas planteadas en las secciones anteriores
asi como dar pautas generales para la resolucién de sistemas de orden superior.

Ademas debe destacarse la generalidad de este estudio de los sistemas autéonomos
que estamos encarando, en tanto que no solo estan restringidos a sistemas mecéanicos,
sino también a una gran variedad de aplicaciones, como la ecuacion de Lotka-
Volterra claramente muestra. Esto nos permitira, eventualmente, expandir las
técnicas e ideas de la Mecdanica a los sistemas més diversos.

Las ecuaciones de Lotka - Volterra.

r = ar—bry

= —cy+dxy
tienen dos puntos criticos r, = (z,, ¥, ), solucién del sistema de ecuaciones

0 = ar—bry=—bx(y —a/b)
0 = —cy+dry=dy(x—c/d)

Estos son (0,0) y (¢/d,a/b).
La matriz jacobiana correspondiente es

a—by, —bx,

M = dy, dz, — ¢
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En particular,

e para (0,0) tenemos M = [ 8 _OC 1

e para (¢/d,a/b) , M = [ 0 —be/d ]

da/b 0
La ecuacién de autovalores
det( M —=)AI)=0
da como resultado

e para (0,0) tenemos (A — a)(A + ¢) = 0 con autovalores \; = ay Ay = —c

e para (c/d,a/b) tenemos A\* + ac = 0 con autovalores \; » = +iy/ac

Concluimos que el origen es un nodo, inestable en la direccién z, mientras
que (c¢/d,a/b) es un centro o punto eliptico. La existencia de este centro tiene
importantes consecuencias en ecologia, ya que muestra la existencia de variaciones
ciclicas en las poblaciones y que, ademas, pueden no estar en fase.

Eliminando el tiempo de las ecuaciones de Lotka - Volterra obtenemos la sigu-

iente ecuacion
dy y ¢c—dx

de  za—by

que, siendo separable,
a—by c—dx
dy = —
Y

puede integrarse, obteniendo,

dx

—cln |z| + dz — aln|y| + by = constante

que es justamente la energia encontrada anteriormente.

21.3 Resolucion general de los sistemas auténomos
de segundo orden

Puesto que el polinomio caracteristico de un sistema auténomo de segundo orden
arbitrario esta dado por

fO) = A2 — tr(M) X + det(M)

donde M es la matriz jacobiana, los posibles autovalores son

Ao =5 (tr(M) £ VA)
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donde el discriminante es
A = tr* (M) — 4 det(M)

Vemos que el punto critico queda caracterizado por la traza y el discriminante de
la matriz jacobiana, segin se muestra en las siguientes figuras y tablas

tr >0 tr =20 tr <0
A >0 nodo inestable ensilladura nodo estable
A =0 nodo inestable - nodo estable
A < 0 espiral inestable centro espiral estable

Ademds, a lo largo de la linea det(M) = 0 el punto critico no esta aislado.
Esta descripcién general es muy importante cuando se describen sistemas mas
complicados que los estudiados hasta ahora. Por ejemplo el sistema
S 9
r = 1Lr — a1 xYy — o1
. 2
Yy = koy — asry — o2y
describe el comportamiento logistico de dos especies en competencia con similares
interacciones destructivas. Este no es un sistema Hamiltoniano!. Sin embargo, su

retrato es accesible a través de un andlisis local de los puntos criticos (cuatro en
este caso particular).

21.4 Ciclos limites

Consideremos el siguiente sistema auténomo

dx r [, x? + o>

- = - — W
dt T R? Y
dy Y 2?2 + 9

-7 — 2 (1=

it~ 7 ( R )T

El tnico punto critico de este sistema esta en el origen y es siempre una espiral,
con autovalores Ay = 1/7 + iw, inestable si 7 > 0 y estable si 7 < 0.

Sin embargo, hay mucho mas en este sistema auténomo que ese punto critico.
En efecto, si hacemos lo transformamos a coordenadas polares x = 7 cosf y
y = r sin#, obtenemos

dr _ 7“(1_7“2>
dt T R2
ST

a = W

I M4s adelante en este curso discutiremos con mds detalle las caracteristicas distintivas de los
sistemas dindmicos hamiltonianos
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Vemos que el circulo 22 + y? = R? representa una situacién de equilibrio, ya que
si el sistema estd inicialmente alli, permanece alli indefinidamente. A este tipo
de lineas se las denomina ciclo limite. Ademas, es fuertemente estable si 7 < 0 e
inestable en caso contrario.

21.4.1 Ecuacion de Rayleigh

Una ecuacion con las caracteristica anteriores fue estudiada por John William
Strutt, tercer barén de Rayleigh

Lord Rayleigh planteé la siguiente ecuacién
i—er(l—i*) +z=0

como parte de sus estudios por encontrar un flujo intrinsecamente inestable, como
un modelo de un sistema oscilante auto excitado. Si el pardmetro de control € se
asume positivo, entonces el amortiguamiento es positivo o negativo dependiendo
de que | > 1 o | < 1, respectivamente. Un modelo de tal sistema seria el de
un cuerpo sobre el que actiia un resorte y la fuerza de rozamiento de una banda
que se mueve uniformemente. Podemos escribir esta ecuacién como un sistema
auténomo

T=1y
y=ey(l—y*) —x

Este sistema presenta las mismas caracteristicas que el estudiado recientemente:
Una espiral inestable en el centro, rodeado por un ciclo limite, cuya forma depende
fuertemente del parametro e. Al aumentar e la variacién de x con t pasa de
ser esencialmente sinusoidal, a tener una oscilaciéon fuertemente asimétrica, con
abruptos saltos y caidas. Este efecto se denomina oscilaciones de relajacion.

21.4.2 El puente Tacoma Narrows

21.5 Bifurcaciones de Hopf

Evidentemente, el retrato de un sistema auténomo particular puede variar mu-
cho al modificar los pardmetros de control c. En muchos casos, es de particular
interés estudiar las transiciones, abruptas o no, que pueden ocurrir para ciertos
valores particulares de c. La importancia de este analisis radica en lo que denom-
inamos estabilidad estructural de un sistema. Los cambios abruptos se denominan
bifurcacion o catdastrofe.

El matematico aleméan Heinz Hopf (Gréabschen, 1894 - Zollikon, 1971; Alema-
nia) mostré un importante mecanismo de bifurcacién por el cual la naturaleza
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de un retrato puede cambiar drasticamente al variar un parametro de control.
Consideremos nuevamente el sistema

dx r [, 2 + 92

- — — — —w
dt T R? Y
dy Y 2 + 32

A A .

a7 < R )Y

La solucion exacta de este problema en coordenadas polares es
2
2 R

T 11— R exp(—2t/7)
0 = wt

donde 7, = r(t = 0). Si restringimos los pardmetros R y 7 a variar al unisono
segun las siguientes leyes

donde tanto R, como 7, son constantes reales positivas, la trayectoria es

r2 — X Ri
1= (1— xR2/r2) exp(—2xt/7,)

Si x < 0, el origen es el tnico punto critico y es absolutamente estable. Por el
contrario, si y > 0, ese punto se vuelve inestable y aparece un ciclo limite de radio
R = /X R,. Vemos como al cambiar el nodo de estable a inestable da a luz a un
ciclo limite. Esta bifurcacion de Hopf se denomina supercritica o subcritica segin
que el ciclo limite resultante sea un atractor o un repulsor. El anterior es un caso
tipico de bifurcacién supercritica. Si, en cambio, reemplazamos R? = —y R? y
T =T,/X, la trayectoria

2 X R?
(L4 xR2/r2) exp(—2xt/7,) — 1

define un caso de bifurcacion subcritica. Cuando y pasa de ser negativo a positivo,
el foco inestable se vuelve estable, apareciendo un ciclo limite inestable.

El efecto de una bifurcacién de Hopf supercritica es relativamente benigna.
En el caso subcritico, en cambio, y a pesar de la estabilidad del punto critico, una
pequena perturbacién puede expulsar al sistema fuera del ciclo limite.




