Capitulo 22

Oscilaciones pequenas

22.1 Una introduccién matematica: Operadores
simétricos

Antes de comenzar este capitulo, demostraremos dos importantes propiedades de
las matrices reales simétricas:

1. Todos sus autovalores son reales.
2. Existe una base ortonormal de autovectores del operador.

Consideremos una matriz A simétrica y de elementos reales. Es facil demostrar
que todos sus autovalores A son también reales. En efecto, si ¢ es el autovector
correspondiente, entonces

C*)t'.A'Ci(C*)t'(A*)t'Ci

e cl? N c? el

() - A-e)” _ (Alel’)” _ .

Alel* = (

donde con * hemos indicado la operacién de conjugar, y con t, la de trasponer.
Ademas, siendo ¢ solucién de una ecuacién lineal real, debe también ser reall.
Esto nos permite trabajar en un espacio vectorial real R con un producto escalar
¢ - co.

Para demostrar la segunda propiedad, es decir que existe una base ortonormal
de autovectores de A, comenzamos por advertir que, por lo anterior, A tiene n
autovalores reales, aunque algunos de ellos puedan ser degenerados. Sean ahora c;
y ¢y los autovectores correspondientes a dos autovalores A\; y A2, que suponemos
distintos. Entonces

. A —X)cl-ca (A-c))rca—ct-(A-cy) - (A=A - cy

R VS W M — A R VS Ve

La menos de una fase multiplicativa.
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con lo cual, los autovalores asociados a autovalores distintos son ortogonales entre
si. Ahora bien, encontrado un autovector? c;, vemos que su complemento ortogo-
nal (Es decir el conjunto de todos los vectores ¢y perpendiculares a c;) es estable
o inwariante, en el sentido de que si aplico A a cualquier de sus vectores, obtengo
otro vector de ese mismo subespacio. En efecto, si ¢y es ortogonal a ¢y,

cl-(A-c)=cl-A-co=ct - A-co=(A-c;) co=Ncl-co=0

con lo cual A-cy también es ortogonal a ¢;. Y como la dimensién de este comple-
mento ortogonal es n — 1, podemos aplicar el método inductivo sobre la dimensién
del espacio para concluir que existe una base ortogonal de autovectores. Ademas,
sin pérdida de generalidad supondremos que c; estd normalizado, es decir que
lcj|? = 1.

Con este resultado, la matriz C cuyas columnas son los autovectores orto-
normalizados c¢; es una matriz ortogonal (y por lo tanto inversible), en el sentido
de que

Ct-C=1

Y con ello,
Ct-A-C=C-(A-C)=C"-(C-N)=C"-C-A=A

donde A es la matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores A de la matriz

A.

22.2 Desarrollo alrededor de un punto critico es-
table

Consideremos un sistema mecanico sometido a condiciones de vinculo holénomas
y esclerénomas (es decir, independientes del tiempo). En tal caso el Lagrangiano
se puede escribir como

L(q,q) =T(q,9) — V(q)

donde la energia cinética es una forma cuadratica en las velocidades generalizadas
1 .
T = 5 > ai(q) dids
4,3

A ' itiva ia cinéti u
Ademas es definida positiva, ya que la energia cinética no puede ser cero al menos
que todas las velocidades sean cero. Sin pérdida de generalidad suponemos que
Qi j = ji-

2... y sabemos que existe al menos uno, solucién de la ecuacién (A — A\Z) - ¢ = 0 para algiin

autovalor \.
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Buscamos los puntos criticos del problema, que anotamos ¢,. Si el sistema
se encuentra en uno de estos puntos con velocidades ¢ nulas, continuard en él
indefinidamente. Para ello es necesario y suficiente que

ov

A —
dq;

qo

Es decir que la fuerza generalizada se debe anular en el punto critico.
Desarrollando la energia potencial alrededor de un punto critico obtenemos

1 0%V
qomi+§ 2 0q¢; 0;

.J ¢ do

A%
V:V(qo)+za—q TiTj A+

donde hemos definido x; = ¢; — ¢,. Eliminando la constante, el primer término no
nulo esta dado por una forma cuadratica “simétrica”

1
V= 5 x'K-x
donde K es la matriz hessiana® de elementos
0*V

Para que el punto critico ¢, sea absolutamente estable, es necesario y suficiente
que defina un minimo absoluto de la energia potencial; es decir que la forma
cuadratica sea definida positiva.

Debido a la conservacién de la energia, las partes potencial y cinética deben ser
de mismo orden de magnitud, siendo 7' maxima cuando V' = 0 y viceversa. Por lo
tanto, para pequenos apartamientos respecto del punto critico, las velocidades z;
y las posiciones x; también seran del mismo orden. Por lo anterior, un desarrollo
de segundo orden implica que debemos aproximar los coeficientes a; ;(¢) por su
valor en el punto critico a; (g,), resultando la forma cuadrética “simétrica”

1
T:ixﬂ/\mx

donde M es la matriz de elementos m; ; = a; ;(¢o)-
Aplicando las ecuaciones de Lagrange, resulta

M-x+K-x=0

3Esta matriz fue introducida por Otto Hesse en un articulo de 1842 referido a curvas ciibicas
y cuadraticas. Hesse nacié en Konigsberg, Alemania (actualmente en Rusia) el 22 de Abril
de 1811. Estudié con Jacobi en su ciudad natal, donde se desempeno, primero como mastro
de fisica y quimica y posteriormente como profesor. En 1856 se trasladé a Heidelberg donde
permanecié doce anos, antes de tomar un puesto en Munich, donde falleci6 el 4 de Agosto de
1874.
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La similitud con la ecuacién correspondiente a un oscilador armoénico unidi-
mensional nos lleva a ensayar una solucion particular de la forma

x = ¢ exp (iwt)

c es un vector de elementos complejos y se sobrentiende “tomar la parte real”.
Reemplazando en la ecuacion de movimiento, obtenemos

(IC—w2M)-c:O

Para que este sistema de ecuaciones posea una solucion no trivial, la matriz K —
w? M debe ser singular, o sea que se debe satisfacer la ecuacién de autovalores

det (IC—wQM) =0

Esta ecuacién representa un polinomio real en w? de grado n igual al nimero de
grados de libertad del sistema. Cada una de las n soluciones w; tiene asociado
un autovector ¢; que, por lo discutido en la seccién anterior, supondremos real y
normalizado.

La solucion general del sistema es la combinacion lineal de las n soluciones
particulares

x = Real (Z h;c; exp (iwjt))
J

Definimos la matriz C cuyas columnas son los autovectores normalizados c;.
Por lo estudiado en el capitulo anterior, sabemos que esta matriz es ortogonal. El
cambio de base C! - x define un nuevo conjunto de coordenadas, cada una de las
cuales evoluciona en el tiempo con una sola frecuencia w;. Estas coordenadas se
denominan normales. La evolucién del sistema cuando una sola de las coordenadas
normales se separa de la posicién de equilibrio se llama modo normal de oscilacion.

22.3 El oscilador armoénico simple

Comencemos estudiando el caso mas simple, correspondiente a un sistema con un
unico grado de libertad. la ecuacion de Lagrange alrededor del punto critico es

mi + kxr =0

nos conduce con una ecuacién secular con k — w?m = 0 con un tnico autovalor

w? = k/m y un tnico autovector normalizado ¢ = 1. La solucién general es
x = Real (h exp (iw,t)) = A cos(w,t + 9)

donde hemos definido las cantidades reales amplitud A y desfasaje ¢ tales que
Inh =1In A-+1. Adviértase que no hay indeterminacion en el signo de w,, ya que
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reemplazar w, por —w, equivale a cambiar el signo de la constante arbitraria J.
La amplitud A estd fijada por la energfa total de sistema E =T +V = kA?/2

Considerando al oscilador armoénico como sistema autoénomo, con variables x
e y = T, tenemos las ecuaciones

_ 2
= —w,w

cuyo unico punto critico (0,0) es un centro. Ya sea eliminando el tiempo en la
solucién

= Acos(w,t + 0)
= —Aw,sin(w,t + 0)

utilizando la ley de conservacién de energia (E =T + V = kA?/2) o resolviendo
la ecuacién diferencial de primer orden que resulta de eliminar el tiempo en el

sistema auténomo (dy/dz = —w?x/y) hallamos que las 6rbitas son elipses dadas
por
2 2
.
A2 W2A?

con lo cual, a cada energia F = kA?/2 le corresponde una trayectoria distinta.
Adviértase cémo ninguna trayectoria se cruza, en tanto que las soluciones del
sistema son unicas. Vemos ademas que en un sistema de coordenadas cartesianas,
cada punto representativo evoluciona en el sentido contrario a las agujas del reloj.

22.3.1 Oscilaciones amortiguadas

El caso anterior, donde una vez iniciado el movimiento nunca cesa, es una simplifi-
caciéon de las situaciones reales donde siempre hay algin tipo de fuerza disipativa.
Por ejemplo, si incluimos una fricciéon lineal con la velocidad, es decir

i+ 281+ wir =0
0, como sistema auténomo,

=Y
= —w’r — 28y

todavia podemos encontrar una solucién analitica general

r=e Pt <h1 et 4 hy e_i“’t>

donde w = /w2 — 32.
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Si w? > (3%, la solucién
r=A exp(—ft) cos(wt+ )

describe un movimiento periédico que se va amortiguando con el tiempo. Este
tipo de movimiento se denomina subamortiguado. La energia no se conserva, sino
que disminuye constantemente, aunque no de manera uniforme, y la trayectoria
cae en espiral hacia el punto critico (0,0) que, por lo tanto, constituye un nodo
espiral estable.

Si w? = 4%, tomando el limite w — 0 en la solucién anterior, obtenemos

z=Ae P [cos(8) — sin(0) wi]

La amortiguacion es apenas lo suficientemente fuerte como para evitar que el
sistema realice ningiin movimiento oscilatorio. Se trata de una situacion de amor-
tiguamiento critico

Si w? < 32, se dice que el régimen es sobreamortiguado. El sistema tiende al
punto critico (0,0) sin oscilar (nodo estable), siendo

r=e P (A1 et + A, e""t)

con w = /3% — w2.

22.3.2 Oscilaciones forzadas

El caso mas simple de un oscilador forzado, es aquel donde la fuerza varia en
forma arménica, F' = F, coswt. Escribimos

I
i+ 261+ wir = =2 coswet
m

La solucion general es la suma una particular y de la solucién homogénea, estu-
diada hace un momento, y que en este contexto se denomina término transitorio,
pues disminuye exponencialmente con una rapidez determinada por [, quedando
finalmente solo la solucién particular, llamada término permanente.

Nosotros sélo estudiaremos la situacién estabilizada representada por este iltimo
término. Suponemos una solucion del tipo

x = Asin(wet + 0)

y reemplazando en la ecuacién anterior obtenemos

4 - FE,/m
V(w2 — )+ 4520

20w,

0 = arctan 25w 5

w? —w
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Si we < w2, vemos que A ~ F,/mw? = F,/k y § = 0. Vemos que la solucién
permanente no depende de m. Se dice que el oscilador estd gobernado por la
rigidez.

Si, por el contrario, w, > w?, Obtenemos A ~ F,/mw? y 6 = 7. La oscilacién
no depende de k y por lo tanto se dice que es de control masivo

Entre estos dos extremos, hay un valor de la frecuencia de la fuerza externa

que maximiza la amplitud A.
wr = \Jw? — 232

Esta condicién se llama resonancia y la frecuencia correspondiente resonante.
Usualmente las resonancias se caracterizan también por el denominado factor de
calidad QQ = wgr/23. Cuando mayor es (), mayor es también la amplitud A en la
resonancia.

22.3.3 El péndulo

El ejemplo mas conocido de un oscilador armoénico es el péndulo, es decir una masa
m obligada a moverse en un plano vertical sobre un circulo de radio r. La energia
cinética es T' = mr292/2 y la energia potencial gravitatoria V' = —mgr cosf,
donde el angulo theta esta medido desde la posicion de equilibrio 6 = 0. La energia
cinética ya tiene una forma cuadrética con M = mr?, mientras que el hessiano
del potencial es K = 9?V/d6?|,_, = mgry, con ello, la frecuencia caracteristica

es w, = (/mgr/mr? = \/g/r. Sin embargo, hay que recordar que la ecuacién

de movimiento 6 + w?sinf = 0 s6lo es armdnico (6 + w20 = 0) cerca del punto
critico y en forma aproxnnada. A medida que la amplitud 6, crece, la frecuencia
comienza a apartarse de w,, resultando,

U PO A S S A
©T e 16) 12 \16
El primero en estudiar los casos de oscilaciones no pequenas fue Leonhard Euler
en 1736, confirmando lo descubierto por Galileo en 1581, que aunque el péndulo

no es isocrono, lo es con excelente aproximacién para amplitudes pequenas.
El sistema auténomo correspondiente al péndulo

T =y
-2
= —w,sinz

tiene una multitud de puntos de equilibrio ubicados en (n, 0), estables para n par
e inestables para n impar. Puesto que el potencial es periddico en €, también lo
es el retrato. De hecho, todos los puntos estables son el mismo punto, y lo mismo
ocurre con los inestables. El punto estable es un centro, y actiia como atractor
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en presencia de amortiguamiento. Cuando la energia es mayor que E, = 2mgr,
el movimiento ya no es oscilatorio, aunque si es periédico. Si E = F,, entonces el
péndulo tendera hacia el punto critico inestable § = 7, pero sin alcanzarlo. Las
trayectorias que, como ésta, separa el movimiento acotadas de las no acotadas
reciben el nombre de separatriz.

22.4 Ejemplos

Muchos sistemas, fisicos o no, pueden mostrar oscilaciones simples como las de-
scritas en esta seccion. El péndulo y la pesa sostenida por un resorte son los
casos mas conocidos. Pero la misma formulacion matematica se aplica también
a otros sistemas mecanicos como el péndulo de torsion, la cuerda vibrante o las
vibraciones elasticas de una membrana 6 una barra. En los sistemas acusticos, la
emisién de ondas de sonido puede actuar como un mecanismo de amortiguamiento.
Los circuitos eléctricos constituyen ejemplos no mecanicos de sistemas oscilantes,
con las siguiente analogias:

x  desplazamiento = q carga

z  velocidad = I corriente

m  masa = L inductancia

#  rozamiento = R resistencia

r  constante de restitucion = 1/C capacitancia™

F, amplitud de la fuerza = £ amplitud de la fuerza electromagnética

Los sistemas atémicos también pueden representarse como osciladores lineales.
Cuando la luz es absorbida por la materia, pone a las moléculas en une estado de
oscilacién. En general, una molécula con n atomos tiene 3n grados de libertad.
Tres de estos se necesitan para describir el movimiento de traslacién, y otros
tres para describir la rotacién. Quedan entonces 3n — 6 grados de libertad para
describir la vibracién molecular. Si la molécula es colineal, sélo hay dos grados
de libertad rotacionales, y entonces se tienen 3n — 5 grados de libertad para la
oscilacion. Esta molécula puede oscilar de manera longitudinal a lo largo de su
propia linea de dtomos. En esta direccion hay tantos grados de libertad como
atomos, pero uno de ellos corresponde a traslacion, con lo cual quedan n — 1
grados de libertad longitudinales. De los (3n —5) — (n — 1) = 2n — 4 modos de
oscilacion transversales, cada uno tiene otro semejante perpendicular, por lo cual
en realidad se tiene la mitad de ellos, n — 2.

Consideremos, por ejemplo, la molécula de diéxido de carbono CO,. Esta es
una molécula lineal donde los atomos de oxigeno se ubican a ambos lados del
Carbono. Tenemos 2 modos de oscilacion longitudinales y 1 transversal, tal como
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se indica

frecuencia modo movimiento
\/(2m + M)ky/mM  longitudinal z; = 23 = —Muzy/2m

\/ k1/m longitudinal z; = —x3, 25 =0
\/2(M +2m)ky/mM  transversal  y; =ys = —Mys/2m

donde m es la masa del oxigeno, M es la masa del Carbono, y k; y ks las constantes
de restitucion de la ligadura C' — O en las direcciones longitudinal y transversal,
respectivamente.

22.5 El resorte cargado

Consideremos un resorte o hilo eldstico sostenido por ambos extremos y esti-
rado con una tension F , con pesas idénticas de masa m a intervalos regulares
de longitud ¢. Cuando las particulas se desplazan distancias y; en la direccién
transversal, el trozo de resorte entre las particulas j y 7 + 1 se deforma en una
longitud 6/ = ]\/62 + (yje1 — y;)? — | = (yj+1 — yj)*/2¢. El trabajo realizado es
F -0l y, por lo tanto, la energia potencial es

F n+1 )
V= BY] Z(yj-i-l - yj)

J=0

donde incluimos las condiciones de ligadura en los extremos suponiendo que yg =
Yn+1 = 0. La energia cinética es

m n+1 .
T=3 29
=0
Obtenemos asi M = mZ para la matriz de la energia cinética, y

2 -1 0 -+ 0 O

Fl-1 2 -1 - 0 0

K=— : : : .

4 : : A

o o o0 - =1 2
para el hessiano de la energia potencial. Para n = 1, el polinomio secular

2F /0 — w?m = 0 tiene la solucién tnica w = y/2F/¢m. Para n = 2 obten-

emos w = /(2 £ 1)F/¢m. Para valores mayores de n, la solucién se vuelve cada
vez mas dificil de obtener por este método directo, sin embargo, todavia es posible
obtenerla en forma algebraica,




10 Capitulo 22. Oscilaciones pequenas

donde s = 1,2,...,n, con autovectores ¢, de elementos sin (j s 7/(n+1)). La
solucion general es

ST

y;(t) = Szz:nl hs sin (j ) exp (iw;t)

n+1

y las coordenadas normales son

" (. sT
s — S j
U jZ;ln(Jn+1) Y

En efecto,

" /. sT

ST

Z . ( ) W s ( SW) (iwst)
= sin s SIn — | exp (1w
s jn+1 jn—kl P

- Z [%:Sin (j nsj1> sin (j nS—:1>

hs exp (iwst)

S

1
= Z {n; (5]-,5} hs exp (iwst)

n+1 .
I h; exp (iw; t)



