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Electrodindnica Clasica

Las ecuaciones que describen la evolucién acoplada de un conjunto de particulas cargadas y el
campo electromagnético son:

Ecuaciones de Maxwell

1
V. E(I‘, t) = - p(r, t)
€0
V-B(r,t) = 0
V X E(I‘,t) = _w
ot
1 OE(r,t) 1,
V xB(r,t) = —  —2124 — ot
x B(r, ) Z o e i(x,t)
Ecuaciones de Newton-Lorentz
dro(t
a2 o B(ra ) 4 Val) X Blras )] (va <)
donde r, es el vector posicién de la particula o, de carga qn y velocidad v .

V.
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Electrodindnica Clasica

De las ecuaciones de Maxwell podemos deducir que:

Conservacién de la Carga

Op(r, 1) .
RGN 1< t) =
ETanis j(r,t) =0

Ecuacién para las Fuentes

p(r,t) = D da 8(r—ra)
irt) = ) gavat)d(r—ra)

A un instante to dado, el estado del sistema estd determinado por
{E(r,t0),B(r,t0),ra(to), va(to)}. Los campos E(r,t) y B(r,t) no son variables
independientes ya que estan acoplados por las ecuaciones de Maxwell. El objetivo de
este repaso del Electromagnetismo Clasico es entonces encontrar las coordenadas
generalizadas que describen el estado del campo electromagnético.
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Electrodindnica Clasica

Constantes de Movimiento

A partir de las ecuaciones de Maxwell y de las expresiones para las fuentes podemos demostrar
que las siguientes cantidades son constantes:
1

H= Z —mav2(t) + =l / dr [E2(r,t) + 2B(r, t)] Energia
— 2 2

P= Z mava(t) + €0 / dr E(r,t) X B(r,t) Impulso
«

J= Z ro(t) X mava(t) + €o / drr X [E(r,t) x B(r,t)] Momento Angular
«
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Electrodindnica Clasica

A partir de las ecuaciones de Maxwell definimos:

B(r,t) = V X A(r,t) A(r,t) Potencial Vector

A(r,t
E(r,t) = —% — VU(r,t) U(r,t) Potencial Escalar
VQU(r, t) = & p(r,t) — V- M
€0 ot
10 1 1 8U(r,t)
= — V2 A(@r,t) = — )=V (V- Alr,t)+ 5 — 2
<02 ot? ) (r,) €oc? i(r,t) ( (r )+02 ot )

A un instante to dado, el estado del sistema estd determinado por
{A(r,t0), 8t A(r, t0), ra(to), va(to)}-
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Electrodindnica Clasica

Invariancia de Gauge

A(r,t) — A'(r,t) = A(r,t) + VF(r,t)
OF (r,t)

U(r,t) — U'(r,t) =U(r,t) — S0

donde F(r,t) es una funcién arbitraria. Diferentes potenciales pueden describir el mismo campo
electromagnético.

1 9U(r,t) OU(r,t) = % o(r,t)
Gauge de Lorentz V- A(r, ) + 2 e 0T { OA(r,t) = % i(r,t)

Estas expresiones son explicitamentes covariantes.

1
VZU(I', t) = T eo P(l‘, t)

Gauge de Coulomb V:A(r,t)=0— . au(r
L) { DA(r,t) = Ly itrt) - & v2E0
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Transformada de Fourier

E(k, t) = (2m)~3/2 /dr e KT E(r,t) <« E(r,t) = (2r) " 3/? /dk KT £(k, 1)

Notemos que mientras E(r,t) € R, E(k,t) € C. Resulta entonces que £*(k,t) = E(—k, ).

Propiedades:
/dr F*(r)G(r) = / dk F* (k)G (k) Teorema de Parseval
FK)G(k) = (2m)~3/2 / dr e_ik'r/dr' F(r')G(r —1') Producto de Convolucién

Aplicaciones:
V- -E(r,t) — ik-E(k,t)
V x E(r,t) — ik x EKk,t)
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Ecuaciones de Maxwell

ik-Ekt) = — pkt)
=00}
ik-Bkt) = 0
ik x E(kt) = -8Bkt
kxBt) = — &k )+ —— T(kt)
c €oC

Conservacién de la Carga

Aup(k,t) + ik - T(k,t) =

Potenciales

Bk,t) = ikx Ak,t)
Ek,t) = -0 Ak, t) —ikU(k,t)
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Campos Vectoriales Longitudinales y Transversales

Campo vectorial longitudinal: V xV(r,t) =0Vvr = ik xV(k,t)=0Vk
Campo vectorial transversal: V- -V,(r,t)=0Vr = ik-V,(kt)=0Vk

En el espacio reciproco la definicién de campos longitudinales y transversales no tiene ninguna
ambigliedad, ya que significa claramente que el campo correspondiente esta en la direccién de o
perpendicular al vector k. Dichas componentes del campo vectorial son ortogonales. Entonces:

V(k,t) = VH (k,t) + V1 (k,t)

Esta separacién del campo en una parte longitudinal y otra transveral no es invariante relativista.

v
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Campos Longitudinales

K El ) = = plt) = E kD) = —— pl,t) =
€0 €0 k2
ik - B(k,t) =0 - BH (k,t) =0
Campos Longitudinales en el Espacio de Coordenadas
-~ 1 r —rq(t)
EH(I‘,t) = E %:Qa 7|r—ra(t)|3
BH (r,t) = 0
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Energia e Impulso de los Campos Longitudinales

_ qo QB
Hlong = Voou = Z ECoul il 87T€0 Z |1'a _ I‘ﬂ‘

@2 dk S
= o - k< Energia propia
Gt = amp ) @ =0 g1 pro
Plong = Z qo AL (I‘a)
«@
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Campos Transversales

BE L (k1) i k x B(k,t) — — T 1 (k¢)
=00}
9Bk, t) = —ikxEL (k1)

Para obtener los campos transversales tenemos que resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas.

A un instante tg dado, el estado del sistema estd determinado por
{E_(r,t0),B(r,t0),ra(to), va(to)}
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Potenciales

La invariancia de Gauge nos permite fijar el valor de V- A(r,t), o sea el valor de A (k,t).
Como:

K2U(k, t) = Eip(k, ) + ik Ay (K, £)
0

resulta entonces que el potencial escalar esta determinado por la componente longitudinal del
potencial vector, que esta fijado por la condicién de Gauge. Por el contrario la componente
transversal del potencial vector determina el campo magnético.

Recordando la expresién de la invariancia de Gauge en el espacio reciproco:

Ak, t) — A'(k, t) = Ak, t) + ikF(k, t)

y teniendo en cuenta que el Ultimo término estd en la direccién longitudinal, resulta entonces que:

AIJ_ (I‘, t) =A, (1‘, t)

o sea que la componente transversal del potencial vector es invariante de Gauge.

A un instante tg dado, el estado del sistema estd determinado por
{€1(k,t0), AL (K, t0),ra(to), valto)}
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Variables Normales

Usando que A x (B x C) = B(A - C) — C(A - B), podemos escribir las ecuaciones de Maxwell
de la forma:

HEL(k,t) = ic® kx B(k,t)
k x 9Bk, t) = ik*E)(k,t)

donde suponemos por simplicidad que J | (k,t) = 0. Sumando/restando obtenemos:

£ (el(k, t)F % k x B(k, t)) = TFiw (£J_(k,t) T % k x B(k,t))

donde w = ck. Vemos entonces que las cantidades entre paréntesis desacoplan las ecuaciones
para los campos transversos. Definimos entonces una nueva variable:

hw
2e0

2N (k)

que denominamos variables normales del campo electromagnético.

alk,t) = — (& (k, t) — % k x Bk, t)) donde N(k) =

A un instante tg dado, el estado del sistema estd determinado por
{Ot(k, t()), I‘a(to), Va(t())}
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Variables Normales

Las variables normales son variables independientes del campo electromagnético. Podemos
escribir los campos transversales como funcién de ellas:

E.(kt) = iN(k)(akt) —a*(—kt))
Bk,t) = mﬁ# (k x a(k, t) + k x a*(—k, 1))

La ecuacién de evolucién para el campo a(k,t), equivalente a las ecuaciones de Maxwell, resulta:

Aok, t) + iwae(k,t) = T (k1)

)
20N (k)
que podemos identificar con la ecuacién de un oscilador arménico forzado. Esta ecuacién esta
todavia acoplada a la ecuacién de Newton-Lorentz.

Si J .1 (k,t) =0 (Campo Libre), resulta:
a(k,t) = a(k)e !

lo que representa una oscilacién arménica de un modo normal de vibracién del campo libre.
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Vector Polarizacion

El campo au(k,t) es transversal. Introducimos entonces un par de vectores unitarios € y &’

ortogonales y perpendiculares al versor k = k/k. Esta terna de versores verifica las siguientes
relaciones:

e e=¢ - e=r-k=1
e e=e-rk=€ k=0

Podemos escribir entonces que:

a(k,t) = eac(k,t) + & o (k,t) = Z € as(k,t) donde ae(k,t) =€ a(k,t)
€

El conjunto {ac(k,t)} V(k, &) forma un conjunto completo de variables independientes que
describen el campo electromagnético.
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Campos Transversales en el Espacio de Coordenadas

E (rt) = /dk Z iEw (Oés (k,t) € €XT — af(k,t) e e*"k‘r)
€

B(r,t) /dk Z iBw (as (k,t) k x € T — o (k,t) k X € e_ik"")
£

En el caso del campo libre:

EL (I‘7 t)

/ dk i€y (aE (k) e eiller—wt) 4 oo >

A (r,t)

/deAw( k) e eilker— wf)+cc) Ay =Bu/k
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Electrodinamica en el Espacio Reciproco

Energia e Impulso de los Campos Transversales

Hyans = / dk Z (I, B)ore (K, B) + e (I, D)ot (I, 1))

Pirans = /dk Z ot (k, t)ae (k, t) 4+ ac (k, t)a (k, t))

Energia Total

H=Y i[pa — gaA 1 (ra)]® + Voou + / dk Y % (aZ(k,t)ae(k, ) + ae(k, t)ag (k, 1))

Vemos que la energia y todas las magnitudes fisicas se expresan en funcién de ro, pa, Qe, @
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Formulacién Lagrangiana del Electromagnetismo

Formulacién Lagrangiana

Consideremos un sistema con NN grados de libertad. Conociendo las coordenandas generalizadas
T1,%2,...,ZN Yy las velocidades correspondientes #1,%2,...,4Z x5 a un dado tiempo tg, podemos
determinar la evolucién posterior del sistema Vt.
En el formalismo Lagrangiano postulamos que existe una funcién L(zj,Z;,t), llamada
Lagrangiano, tal que la integral:
t2
dtL(.Ij,(I':j,t) ji=1...,N
t1
denominada Accién es un extremo cuando los x;(t) corresponden a la evolucién real del sistema
entre t1 y t2. Este postulado se denomina Principio de Minima Accién. Para un sistema de
particulas L = T' — V. Minimizando la Accién obtenemos las ecuaciones de movimiento:

L L
dt 8Clij B$]‘

que se denominan ecuaciones de Lagrange.
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Formulacién Lagrangiana del Electromagnetismo

Formulacién Hamiltoniana
Definimos el momento conjugado a la coordenada generalizada z;:

_ oL
pf_a:;:j

Alternativamente podemos utilizar como variables dindmicas del sistema a las N coordenadas
generalizadas y a los N momentos conjugados. Definimos entonces la funcién:

H(xj,pj,t) = d;p; — L
J

denominada Hamiltoniano. Las ecuaciones de movimiento en funcién de estas 2N variables
dindmicas resultan:

H
T; = a— j=1...,N
Op;
OH
h; = == j=1,...,N
Dj 63:]' J

que se denominan ecuaciones de Hamilton.
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Formulacién Lagrangiana del Elect

Coordenadas Generalizadas Complejas

Supongamos que definimos la siguiente coordenada generalizada X = (x1 + iz2)/v/2. Como el
Lagrangiano es una funcién real resulta evidente que debera depender de X y X*. Las
ecuaciones de evolucién se obtienen de las ecuaciones de Lagrange para X y X*. Si por simetria
queremos que el momento conjugado P de X este dado por P = (p1 + ip2)/v/2, resulta
entonces que el momento conjugado debe estar definido por la relacién:

o
P= (iL> = o5
0X oX*

Es también facil mostrar que el Hamiltoniano resulta:

H=XP*+X*P—-L — HEeR
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Formulacién Lagrangiana del Elect

Sistema con un Continuo de Grados de Libertad

Consideramos como coordenadas generalizadas a los campos A;(r,t) con j =1,...,N.
Supongamos que el Lagrangiano se puede escribir de la forma:

L:/er(Aj,atAj,aiAj,t) j:l,...,N i:z,y,z

donde L se denomina densidad de Lagrangiano y depende en general de los campos y sus
derivadas respecto al tiempo y a las coordenadas. Si escribimos la Accién y aplicamos el
Principio de Minima Accién obtenemos las correspondientes ecuaciones de Lagrange:

dyery 9 ai(‘%) j=1,...,N
dt BA]v aAj 5 8iAj
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Formulacién Lagrangiana del Ele

Sistema con un Continuo de Grados de Libertad

Definimos los momentos conjugados II; de las coordenadas generalizadas A; por la relacién:

oL
0A;
y el Hamiltoniano resulta:

H:/dr anAj—Lz/drH(Aj,nj,t)
J

donde H se denomina densidad de Hamiltoniano. Las ecuaciones de Hamilton resultan:

i = OH
G
OH OH
I, = ——= 9;
2 DA, + Z (alAJ )
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Formulacién Lagrangiana del Elect

Lagrangiano Estandard

Supongamos que tomamos como coordenadas generalizadas del campo electromagnético al
potencial vector A(r,t) y al potencial escalar U(r, t). El Lagrangiano:

1 . € .
L = ; Emari -+ 50 / dr (EQ(I') = 02B2(r)) 4 g (qara . A(ra) - qOLU(rOL))
denominado Lagrangiano Estandard, permite obtener las ecuaciones de Maxwell y de

Newton-Lorentz. Utilizando la definicién de la densidad de carga y la corriente podemos escribir
el Lagraniano en la forma:

1
L= Z 5mafi + / dr L(r)
«@
donde

L(r) = %0 (E*(r) — ¢®B2(r)) +j(r) - A(r) — p(r)U(r)

es la densidad Langrangiana.
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Formulacién Lagrangiana del Elect

Lagrangiano Estandard

Utilizando la identidad de Parseval podemos escribir el Lagrangiano Estandard en funcién de los
campos y potenciales en el espacio reciproco:

L= smaik + 2 [ dk (£200 - B210) + [ ak (7 (1) - A - " (OU(I))

@ Como el Lagrangiano no depende de U(k), entonces U/ (k) es una coordenada ciclica. Esto
quiere decir que puede ser expresada en funcién de otras variables dindmicas mediante una
relacién algebraica.

@ Se puede demostrar que el Lagrangiano no depende de A (k), por lo cual este campo
tampoco es una variable dindmica. Esto es consecuencia de la propiedad de invariancia de
Gauge, la cual nos permite elegir 'AH (k) arbitrariamente sin que cambie la dindmica del
sistema.
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Cuantificacién del Campo Elec

Cuantificacién en el Gauge de Coulomb

Por simplicidad, y porque es el formalismo que se utiliza comunmente en Fisica Atémica, nos
limitamos a considerar la Cuantificacién del Campo Electromagnético en el Gauge de Coulomb.
Usando que V - A = 0 obtenemos el Lagrangiano en el Gauge de Coulomb:

L= Z ma VCoul + / dr EC (I')
con
Lo(r) = <A2 A(V x A)2> 1A

Ya vimos que es mds conveniente trabaJar con los campos en el espacio reciproco.
Transformando los campos obtenemos el Lagrangiano:

1
L= *maf‘?x — Veoul +/ dk ‘CC(k)
23 A
con
Lo(k) = eo (Ai CAL - CR2AY ~AL) 1T AL+ T AL
donde usamos que A (k) = 0.

Pablo D. Fainstein (CAB-IB) Teoria Cuantica de la Radiacién 9 de octubre de 2007 28 /37



Cuantificacién del Campo Elec

Cuantificacién en el Gauge de Coulomb

Los momentos candnicos conjugados resultan:

Pa = Mala+gaAl(ra)
(k) = AL (k)

a partir de los cuales podemos escribir el Hamiltoniano en el Gauge de Coulomb:

1 1
H=Y ——[pa—qaAL(ra)]’ + Voouw +e0 [ dk [ ZI* T+ kA7 - A
~ 2mq > 6(2)

La cuantificacidn consiste en asociar operadores a las magnitudes fisicas e imponer a estos
operadores las relaciones de conmutacién para coordenadas y momentos candénicos conjugados.
Con las coordenadas generalizadas utilizadas y los momentos conjugados obtenidos resultan las
siguientes relaciones de conmutacién:

[(ra)i, (PR)j] = ihdijdap
[AE (k)’ Hs/ (kl)] = 0
[A-00, 1L, ()] = s 50— 1)
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Cuantificacién del Campo Elec

Operadores del Campo Electromagnético

Debemos ahora asociar operadores a los campos A. (k) y IIc (k). Resulta mds conveniente
trabajar con las variables normales, que podemos escribir en funcién de estos campos obteniendo:

e (k) = \/ o {wAE(k) + éng (k)] —  ac(k)
0209 =/ g [z - L] — a9

Usando las reglas de conmutacién para las coordenadas y los momentos conjugados del campo

electromagnético podemos demostrar que los operadores de campo a: y al verifican las
siguientes relaciones de conmutacién:

[ag(k),as/(k/)] = 0
ol (), a0 )] = 0

[ac (), al, (k)]

S 6(k — K')
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Cuantificacién del Campo Elec

Operadores del Campo Electromagnético

Definimos el operador de niimero:

Ne(k) = af (K)ae(k) tal que  Ne(K)|ne(k) >=n|ne(k) >,n=0,1,2,...

Los autovectores de N (k) corresponden a un estado con n fotones en el modo (k,e). Como los
operadores de nimero correspondientes a distintos modos conmutan entre si, podemos escribir:

[ne, (k1) ney (k2) -+ >= [ne; (k1) > [ney(k2) > ...

El particular, el estado:

0 >= 10z, (k1) > |0cy (k) > ...

corresponde al estado del vacio. Finalmente, se puede demostrar que:

(al,0x0)™

[0 >
ni!

Ine, (ki) ney (k) - >= [

k;,e;

Vemos entonces que al y as son los operadores de creacién y aniquilacién de fotones en el modo

(k,e).

v
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Cuantificacion del Campo Electromagnético

Energia e Impulso

H - Z—[pa o AL (ro)? + Voo + [ dk Zm(al(kms(kwf)

2m

Zpa-l-/dehkaT(k)aE K)

)
Il

N\
| A\

Expresion de los Campos
E, (r) /dk 7,5“, (ag(k) € e*T gl (k) e e7 ‘")
/dk Z B ( ) (& x €) e*T — al (k) (k x €) e*“”)

Ai(r) = /dk > A, (aE(k) e ek L al(k) e e—ik~r>

B(r)

A\,
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Cuantificacion del Campo Electromagnético

Propiedades y Limitaciones

@ Componentes Longitudinales y Transversales
@ El Formalismo no es Covariante

@ El Formalismo no es Relativista
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Electrodinamica en Presencia de un Campo Exterior

Campos Externos

Supongamos que existe un sistema de cargas pe(r,t) y corrientes je(r,t), independientes del
movimiento de las particulas, que dan origen a los campos externos Ac(r,t) y Ue(r,t). Las
particulas evolucionardn bajo la accién simultdnea del campo propio y del campo externo.
Podemos escribir entonces:

A (I‘, t)
U; (I‘, t)

Ac(r,t) + A(r,t)
Ue(r,t) + U(r,t)

Debido a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, los campos A(r,t) y U(r,t) estan
determinados unicamente por la densidad de carga y las corrientes asociadas a las particulas. Por
el contrario, en la ecuacién de Newton-Lorentz tenemos que considerar la accién del campo total
sobre las particulas.
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Electrodinamica en Presencia de un Campo Exterior

Cuantificacién en el Gauge de Coulomb

Tenemos que proponer un Lagrangiano del cual podamos deducir las ecuaciones de Maxwell y la
de Newton-Lorentz. Luego calcular los momento conjugados de las variables dindmicas y por
tdltimo escribir el Hamiltoniano que, en el Gauge de Coulomb, resulta:

1
H = Z [Pa — qa(AL(ra) + Ae(ra:t))}z + Vooul
> 2 mqy

. anUe(ra,t)""/dk Zﬁw(al(k)as(k)-l-%)

La diferencia que aparece respecto del caso sin campo externo es que:

Pa = Mala + (Ia(AJ_(ra) + Ae(rout))
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Electrodinamica en Presencia de un Campo Exterior

Aproximacién de Grandes Longitudes de Onda

Supongamos que la interaccién entre las particulas esta bien representada por el potencial
Coulombiano y que podemos despreciar el efecto del campo transverso. Esta aproximacién es
buena cuando las particulas estan préximas entre si, como en el caso de un dtomo o una
molécula. En esta aproximacién el Hamiltoniano resulta entonces:

1
Hp =
> o
[e%
donde por, = MaFa + gaAe(ra,t). En la representacion de coordenadas: por = —ihV,.
Supongamos que el conjunto de cargas estd localizado cerca del origen tal que )  go = 0y que
la extensidn espacial es pequefia respecto a la longitud de onda de los campos externos.
Podemos entonces desarrollar los potenciales externos en serie de Taylor alrededor del origen y
retener los términos de mas bajo orden. Obtenemos finalmente que:

1
HL:ZZm

o

o7

[Par — qaAe(ra, t)]2 + Veou + Z qaUe(ra,t)
«@

[paL - que(O,t)P + Voou +d - VUE(O: t)

o1

donde d = Za gaTq Se denomina momento dipolar eléctrico.
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Electrodinamica en Presencia de un Campo Exterior

Transformacién de Goppert-Mayer

Queremos simplificar la expresién del Hamiltoniano. Para ello hacemos una transformacién de
Gauge de manera que en la nueva representacién el potencial vector es nulo.
Recordando las transformaciones de Gauge:

Ac(r,t) — AlL(r,t) = Ac(r,t) + VF(r,t)
OF(r,t
Uele,t) — ULrt) = Uslr,t) — 208
y eligiendo A’ (0,t) = 0, tenemos que F(r,t) = —r - A.(0,t). Por otra parte podemos
demostrar que VU, (0,t) = —E.(0,t). Obtenemos finalmente que:

1 2
Hp = za: mpay + Vooul — d - Ec(0,t)
La representacién L se denomina Gauge de Velocidad, mientras que la representacién L’ se
denomina Gauge de Longitud. En la mayoria de los casos de interés tenemos que Ue(r,t) = 0.
Resulta entonces:

[paL - que(Ovt)}Q + Veoul

1
HL:ZQm
«

o
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